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　　摘　要：　针对非超奇异椭圆曲线上的标量乘算法已经有比较多的研究．与非超奇异曲线不同，超奇异椭圆曲线
的自同态环是四元数代数的一个序模，为非交换环．本文主要针对特征大于３的有限域上一类ｊ不变量为０的超奇异
椭圆曲线，分析了曲线自同态环及其商环的结构．进而研究了此类曲线上整数表示的性质，并基于这种表示方法提出
了一种针对此类曲线的标量乘算法．理论上证明了针对此类超奇异曲线，当选择合适系数集合时，此表示实质上为 ｐ
ａｄｉｃ展开．实验结果表明：相较于４ＮＡＦ等方法，ｐａｄｉｃ表示方法提高标量乘效率一倍以上．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｓｕｐｅｒｓｉｎｇｕｌａｒｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ；ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎａｌｇｅｂｒａ；ｅｎｄｏｍｏｒｐｈｉｓｍｒｉｎｇ；Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓｅｎｄｏｍｏｒｐｈｉｓｍ；τａｄｉｃｅｘ
ｐａｎｓｉｏｎ

１　引言
　　在过去的三十年里，椭圆曲线公钥密码（Ｅｌｌｉｐｔｉｃ
ＣｕｒｖｅＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，ＥＣＣ）受到了广泛的关注．ＥＣＣ算法

中 耗 时 最 多 的 操 作 为 标 量 乘 运 算，即 ｎＰ ＝
Ｐ＋Ｐ＋…＋      Ｐ

ｎ个
，其中Ｐ为椭圆曲线上的点，ｎ∈ＺＺ．目前

提高椭圆曲线标量乘算法的效率主要有以下几个研究

方向：直接改进点加和倍点运算公式、利用标量的稀疏
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表示［１～３］、寻找新的曲线形式使点加和倍点运算更

快［４，５］、利用可有效计算自同态进行加速［６～８］．
最经典的标量乘算法为倍点加方法（ｄｏｕｂｌｅａｎｄ

ａｄｄｍｅｔｈｏｄ），首先将整数 ｎ表示成二进制形式 ｎ＝

∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋ２

ｋ，其中 ｄｋ∈｛０，１｝；然后利用 Ｈｏｒｎｅｒ准则来计

算ｎＰ：
ｎＰ＝ｄ０Ｐ＋２（ｄ１Ｐ＋２（ｄ２Ｐ＋２（…＋２（ｄｌ－１Ｐ）…）））
设ＨＷｘ（ｎ）为ｎ的 ｘ进制表示中非零项的个数，则

倍点加算法需要ＨＷ２（ｎ）－１个点加与 ｌ－１个倍点运
算．由于椭圆曲线上点的减法和加法运算类似，可以利
用非邻接型（ＮｏｎＡｄｊａｃｅｎｔＦｏｒｍ，ＮＡＦ）表示［１］、ｗＮＡＦ
表示［２］等更稀疏的表示方法减少点加运算的个数．

另一方面，从减少倍点运算的计算量考虑，利用可

有效计算的自同态，标量ｎ还可以表示为关于复数基的
展开形式．对于特征为素数 ｐ的有限域上的椭圆曲线，
存在Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自同态τ，

τ（ｘ，ｙ）＝（ｘｐ，ｙｐ）
其特征多项式为 τ２－ｔτ＋ｐ＝０．通常计算 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自
同态τ的计算开销要比倍点运算低很多．Ｓｏｌｉｎａｓ［６］将标
量ｎ展开为关于基 τ的表示，开创性地提出了 τａｎｄ
ａｄｄ方法并用于特征为２的Ｋｏｂｌｉｔｚ曲线．这种方法同样
可以利用Ｈｏｒｎｅｒ准则进行计算，由于利用更快的Ｆｒｏｂｅ
ｎｉｕｓ自同态替代倍点运算，从而提高标量乘计算的效

率．一般地，可以将整数 ｎ展开为 ｎ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋτ

ｋ，其中 ｄｋ

属于合适的系数集合 Ｓ，则可以利用 τａｎｄａｄｄ方法来
计算：

ｎＰ＝ｄ０Ｐ＋τ（ｄ１Ｐ＋τ（ｄ２Ｐ＋τ（…＋τ（ｄｌ－１Ｐ）…）））
对于每个非零系数ｄｉ∈Ｓ，需要预计算并存储 ｄｉＰ，

τａｎｄａｄｄ方法计算标量乘需要ＨＷτ（ｎ）－１个加法和 ｌ
－１次自同态τ的计算．由于计算 τ只需要对域中两个
元素做ｐ次方幂的运算，在正规基表示下可以通过循环
移位来进行计算，因此是非常有效的．进一步地，Ｓｏｌｉ
ｎａｓ［６］还将 τａｄｉｃ表示推广到 ＮＡＦ表示形式．考虑将
ＺＺ［τ］模τｗ剩余类中与τ互素的元素作为系数集合 Ｓ，
则得到的τａｄｉｃ表示满足 ｗＮＡＦ的性质，并且证明每
个整数都有唯一的 ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示．Ｋｏｂｌｉｔｚ［９］提出将
ＮＡＦτａｄｉｃ表示用于特征为３的超奇异椭圆曲线．后来
文献［１０～１２］对于 ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示进行了深入的研
究，并对标量乘算法进行了改进．若选取集合Ｓ更大，相
应地得到的表示中非零项更少，从而需要更少的点加

运算．为了达到最优的性能，通常需要在集合 Ｓ的大小
与非零项数之间寻找一个平衡．

另一方面，在某些情况下ｄｋ∈Ｓ还可以选作一些自
同态，从而减少甚至不需要预计算标量乘．对于某些定

义在有限域上的椭圆曲线，在ＺＺ［τ］中存在一些单位根，
利用这些单位根生成τａｄｉｃ表示中的系数集合 Ｓ，可以
加速标量乘运算并且减少一些预计算．Ａｖａｎｚｉ和 Ｈｅｕ
ｂｅｒｇｅｒ［１３，１４］研究了特征为 ３有限域上的超奇异曲线
Ｅ３，μ：ｙ

２＝ｘ３－ｘ－μ，μ∈｛±１｝上的标量乘算法．对单位

群
ＺＺ［τ］
τｗＺＺ［τ( )］



的结构进行分析得到

　 ＺＺ［τ］
τｗＺＺ［τ( )］



＝〈ζ〉×〈１＋μτ３〉×〈－２〉

（ＺＺ／６ＺＺ）×（ＺＺ／３ａＺＺ）×（ＺＺ／３ｂＺＺ）
其中ζ∈ＺＺ［τ］为六次单位根．利用６次单位根来加速
了椭圆曲线标量乘运算，同时减少了存储需求．文献
［１５］针对特征为５有限域上的椭圆曲线进行了研究，
利用４次单位根构造的系数集合不需要进行预计算．文
献［１６］研究了两类定义在有限域 Ｆｐ上的非超奇异曲
线ＥＡ：ｙ

２＝ｘ３＋Ａｘ（其中ｐ≡１ｍｏｄ４）和ＥＢ：ｙ
２＝ｘ３＋Ｂ（其

中ｐ≡１ｍｏｄ３）上标量乘算法．同样考虑 ｗＮＡＦτａｄｉｃ表
示，利用４次和６次单位根作为自同态，通过对自同态
环Ｅｎｄ（Ｅ）模τ剩余类单位群的分解，设计了不需要预
计算的标量乘算法．

对于非超奇异椭圆曲线，利用 ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示计
算标量乘已经有比较多的研究．由于超奇异椭圆曲线
的自同态环为非交换环，本文主要考虑一类 ｊ不变量为
０的超奇异椭圆曲线自同态环的性质，分析了商环
ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］的结构，并对此情况下 ｗＮＡＦτ
ａｄｉｃ表示的性质进行研究．ＺＺ［σ，τ］／τＺＺ［σ，τ］作为系
数集合Ｓ时，证明了ＺＺ［σ，τ］中的每个元素都有有限的
Ｓτａｄｉｃ展开，且对于每个整数所得到的 τａｄｉｃ展开为
２ＮＡＦ表示．最后讨论了不变量 ｊ＝０超奇异椭圆曲线
上的标量乘算法，通过实验对比说明了利用 ｐａｄｉｃ表
示，标量乘算法具有最优的效率．

２　基础知识
　　本节给出一些与本文相关的基础知识，详细内容
可以参考文献［１７，１８］．
２１　超奇异椭圆曲线的定义和性质

设Ｆｐ为特征为ｐ的有限域，Ｅ：ｙ
２＝ｘ３＋Ａｘ＋Ｂ为定

义在Ｆｐ上的椭圆曲线，则对于任意定义在Ｆｐ上的椭圆
曲线上都有Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自同态τ满足

τ（ｘ，ｙ）＝（ｘｐ，ｙｐ）
由Ｈａｓｓｅ定理［１７］可知，设 ｔ＝ｐ＋１－＃Ｅ（Ｆｐ），则

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自同态τ满足特征方程 τ２－ｔτ＋ｐ＝０且｜ｔ｜#
２槡ｐ，其中ｔ称为 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自同态的迹．自同态 τ还可
以利用特征多项式的根来表示

τ＝ｔ± ｔ２－４槡 ｐ
２ ．

２３１２
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对于椭圆曲线 Ｅ，曲线的 ｊ不变量定义为 ｊ（Ｅ）＝

１７２８ ４Ａ３

４Ａ３＋２７Ｂ２
．两条椭圆曲线同构当且仅当其具有相

同的ｊ不变量．
定义１　若对于特征 ｐ有限域上的椭圆曲线 Ｅ有

Ｅ［ｐ］＝ＺＺｐ，则称曲线为正常曲线（ｏｒｄｉｎａｒｙｃｕｒｖｅ）；若
Ｅ［ｐ］＝｛Ｏ｝，则称曲线为超奇异曲线（ｓｕｐｅｒｓｉｎｇｕｌａｒ
ｃｕｒｖｅ）．

下面命题给出了一种判定有限域上的椭圆曲线是

否为超奇异曲线的简单方法．
定理１［１８］　设 Ｅ为定义在有限域 Ｆｑ上的椭圆曲

线，其中ｑ＝ｐｎ．令ｔ＝ｑ＋１－＃Ｅ（Ｆｑ），则椭圆曲线 Ｅ为
超奇异曲线当且仅当ｔ≡０ｍｏｄｐ．
２２　自同态环与自同构群的性质

下面考虑两类特殊的椭圆曲线：ＥＢ：ｙ
２＝ｘ３＋Ｂ和

ＥＡ：ｙ
２＝ｘ３＋Ａｘ，其ｊ不变量分别为０和１７２８．
定理２［１７］　设Ｅ为定义在 Ｆｑ上的椭圆曲线，则其

自同构群Ａｕｔ（Ｅ）为有限群且其阶整除２４．更准确地，
表１　椭圆曲线自同构群的结构

＃Ａｕｔ（Ｅ） ｊ（Ｅ） Ｃｈａｒ（Ｆｑ）

２ ｊ（Ｅ）≠０，１７２８ －

４ ｊ（Ｅ）＝１７２８ ｐ≠２，３

６ ｊ（Ｅ）＝０ ｐ≠２，３

１２ ｊ（Ｅ）＝１７２８，０ ｐ＝３

２４ ｊ（Ｅ）＝１７２８，０ ｐ＝２

　　设ｐ≠２，３，则对于定义在Ｆｑ上的椭圆曲线Ｅ，有
Ａｕｔ（ＥＡ）μ４，Ａｕｔ（ＥＢ）μ６

对于其他的椭圆曲线只有平凡的自同构群Ａｕｔ（Ｅ）
μ２．

定理３［１８］　设Ａ，Ｂ∈Ｆｐ，则
（１）ＥＡ是非超奇异曲线当且仅当ｐ≡１ｍｏｄ４；ＥＢ是

非超奇异曲线当且仅当ｐ≡１ｍｏｄ３；
（２）ＥＡ是超奇异曲线当且仅当ｐ≡３ｍｏｄ４；ＥＢ是超

奇异曲线当且仅当ｐ≡２ｍｏｄ３．
若ζ为ｍ阶的自同构，则ζ作用在椭圆曲线的点上

为

ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｘ，ｕ３ｙ）
其中ｕ∈珔Ｆｐ为ｍ阶元素，珔Ｆｐ为Ｆｐ的代数闭包．

若∈Ｅｎｄ（Ｅ）的系数属于 Ｆｐ，称 定义在 Ｆｐ上．
若ｕ∈Ｆｐ，则自同构ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ

２ｘ，ｕ３ｙ）定义在有限域
Ｆｐ上当且仅当ｐ≡１ｍｏｄｏｒｄ（ζ）．因此ＥＡ的４阶自同构
定义在Ｆｐ上当且仅当 ＥＡ为非超奇异曲线．同样地，ＥＢ
的３阶或者６阶自同构定义在 Ｆｐ上当且仅当 ＥＢ为非
超奇异曲线．另外不难看出：当 ＥＡ和 ＥＢ为超奇异曲线
上，它们的自同构定义在Ｆｐ２上．

考虑高斯整环ＺＺ［ｉ］＝｛ａ＋ｂｉ｜ａ，ｂ∈ＺＺ｝和 Ｅｉｓｅｎ
ｓｔｅｉｎ整环ＺＺ［ｗ］＝｛ａ＋ｂσ｜ａ，ｂ∈ＺＺ｝，其中 σ＝（－１＋

－槡 ３）／２是一个三次本原单位根，则ＺＺ［ｉ］包含４次本
原单位根，ＺＺ［σ］包含６次本原单位根．事实上，ζ＝－珚σ
＝（１＋ －槡 ３）／２是一个六次本原单位根，则ＺＺ［σ］
＝ＺＺ［ζ］．
定理４［１６］设ｐ为素数且满足ｐ≡１ｍｏｄ４，Ａ∈Ｆｐ，则

曲线ＥＡ的自同态环同构于ＺＺ［ｉ］；设 ｐ为素数且满足 ｐ
≡１ｍｏｄ３，Ｂ∈Ｆｐ，则曲线Ｅ的自同态环同构于ＺＺ［ζ］．

由４次和６次单位根定义的自同态可以很容易的
计算，只需要一个域乘．

（１）对于曲线 ＥＡ：设 ｕ为 Ｆｐ中的４阶元，４次单位
根ｉ定义的自同态为

ｉ（ｘ，ｙ）＝（－ｘ，－ｕｙ）
（２）对于曲线ＥＢ：设ｕ为Ｆｐ中的３阶元，则６次单

位根ζ及其复共轭 珋ζ定义的自同态为
ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｘ，－ｙ），珋ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕｘ，－ｙ）

定义２［１７］　（四元数代数）四元数代数是一个形如
Ｋ＝ＱＱ＋ＱＱα＋ＱＱβ＋ＱＱαβ的代数，其中乘法满足

α２，β２∈ＱＱ，α２＜０，β２＜０且βα＝－αβ．
定理５［１７，１８］　设Ｅ为定义在域Ｋ上的椭圆曲线，则

自同态环Ｅｎｄ（Ｅ）为ＺＺ，或者虚二次域的序模，或者为四
元数代数的序模．若域 Ｋ的特征为０，则只有前两种可
能性．

Ｅ为超奇异椭圆曲线当且仅当其自同态环为四元
数代数的一个序模（ｏｒｄｅｒ），此时Ｅｎｄ（Ｅ）为非交换环．

３　ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］的结构
　　设ｐ为大于等于５的素数，本文主要考虑一类定义
在Ｆｐ上的超奇异椭圆曲线 ＥＢ：ｙ

２＝ｘ３＋Ｂ，其中 ｐ≡
２ｍｏｄ３，其自同态环是非交换环．由定理 １知 ｐ｜ｔ，由

Ｈａｓｓｅ定理知｜ｔ｜
#

２槡ｐ，则可知 ｔ＝０．τ作为代数整数，
其特征多项式为ｘ２＋ｐ．

设ｕ∈Ｆｐ２为６阶元，则６阶自同构ζ和 珋ζ分别为：
ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｘ，－ｙ），珋ζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｐｘ，－ｙ）
可以验证：τζ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｐｘｐ，－ｙｐ）＝珋ζτ（ｘ，ｙ），故τζ

＝珋ζτ．
设ｕ∈Ｆｐ２为３阶元，则３阶自同构σ和珚σ分别为：
σ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｘ，ｙ），珚σ（ｘ，ｙ）＝（ｕ２ｐｘ，ｙ）＝（ｕｘ，ｙ）．
可以验证：τσ（ｘ，ｙ）＝（ｕｘｐ，ｙｐ）＝珚στ（ｘ，ｙ），故τσ＝

珚στ．
下面来确定四元数代数：首先自同态σ满足特征方

程ｘ２＋ｘ＋１＝０，然后考虑同源映射（ｉｓｏｇｅｎｙ）＝［１］－

σ，其对偶同源（ｄｕａｌｉｓｏｇｅｎｙ）为 
∧
＝［１］－σ２，则的次

数ｄ满足［ｄ］＝
∧
＝（１－σ）（１－σ２）＝１－σ－σ２＋１＝

３３１２
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３．的次数为３，的迹为ｔ＝１＋ｄｅｇ（）－ｄｅｇ（１－）＝
３．可以验证（σ）２＝［－３］，所以四元数代数为ＺＺ［α，β］，
其中α，β满足α２＝－３，β２＝－ｐ和αβ＝－βα．

定义自由ＺＺ模ＺＺ［σ，τ］＝｛ａ＋ｂσ＋ｃτ＋ｄστ｜ａ，ｂ，
ｃ，ｄ∈ＺＺ｝．令 α＝ａ０＋ａ１σ＋ａ２τ＋ａ３στ，其中 ａ０，ａ１，ａ２，
ａ３∈ＺＺ，简写为α＝（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３），定义α的共轭为 α



＝ａ０＋ａ１珚σ－ａ２τ－ａ３στ．定义α的范数为
Ｎ（α）＝αα ＝ａ２０＋ａ

２
１＋ｐａ

２
２＋ｐａ

２
３－ａ０ａ１－ｐａ２ａ３

特别地，Ｎ（τ）＝－τ２＝ｐ，Ｎ（σ）＝σ珚σ＝１，Ｎ（στ）＝
ｐ．容易验证：（αβ） ＝βα．若 α为ＺＺ［σ，τ］中的可逆
元，则α－１＝α／Ｎ（α），则ＺＺ［σ，τ］中的可逆元是范数为
１的元素．

为了在ＺＺ［σ，τ］中构造系数集合，必须对每个模 τｗ

剩余类选择一个代表元，其中 ｗ∈ＮＮ且 ｗ１．本节研究
商环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］的结构，首先给出ＺＺ［σ，τ］中
元素被τ整除的条件．

定义３　设α，β∈ＺＺ［σ，τ］，如果存在 ｒ１使得 α＝
ｒ１β，记作β｜Ｒα，则称 β右整除 α；如果存在 ｒ２使得 α＝
βｒ２，记作β｜Ｌα，则称β左整除α．

由于ＺＺ［σ，τ］中乘法非交换，则上述定义中 ｒ１和 ｒ２
通常不相等．

定理６　设α＝（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３）∈ＺＺ［σ，τ］，则 τ｜Ｒα
当且仅当ｐ｜ａ０且ｐ｜ａ１；类似地，τ｜Ｌα当且仅当 ｐ｜ａ０且
ｐ｜ａ１．

证明　若τ｜Ｒα，则存在 β＝（ｂ０，ｂ１，ｂ２，ｂ３），使得 α
＝βτ，即

α＝ｂ０τ＋ｂ１στ＋ｂ２τ
２＋ｂ３στ

２

又由于τ２＝－ｐ，则
α＝ｂ０τ＋ｂ１στ－ｂ２ｐ－ｂ３ｐσ＝（－ｂ２ｐ，－ｂ３ｐ，ｂ０，ｂ１）

故ｐ｜ａ０且ｐ｜ａ１．反过来，若 ｐ｜ａ０且 ｐ｜ａ１，则存在 ｂ０，ｂ１
使得ａ０＝ｂ０ｐ，ａ１＝ｂ１ｐ．α＝（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３）＝ｂ０ｐ＋ｂ１ｐσ＋
ａ２τ＋ａ３στ．同样地，由于τ

２＝－ｐ，则
α＝（－ｂ０τ－ｂ１στ＋ａ２＋ａ３σ）τ

故τ｜Ｒα．对于τ｜Ｌα的情况可以类似地证明．
所以τ｜Ｒα当且仅当 τ｜Ｌα，τ生成的左理想与右理

想相同．

定理７　 ＺＺ［σ，τ］
τＺＺ［σ，τ］

ＺＺ［σ］
ｐＺＺ［σ］

．

证明　定义环同态
　　　：ＺＺ［σ，τ］→ＺＺ［σ］／ｐＺＺ［σ］
　　　（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３）!珔ａ０＋珔ａ１σ
其中珔ａ０≡ａ０ｍｏｄｐ，珔ａ１≡ａ１ｍｏｄｐ且０#珔ａ０，珔ａ１＜ｐ．明显地，
为满射．另一方面，由于（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３）∈Ｋｅｒ当且仅
当ａ０≡０ｍｏｄｐ，ａ１≡０ｍｏｄｐ，即为（ａ０，ａ１，ａ２，ａ３）被 τ整
除．故由同态基本定理得证．

为了证明下面推论１，需要用到代数数论中有关理

想分解的结论（定理８），详细内容可以参考文献［１９］．

定理８［１９］　设Ｋ＝ＱＱ（槡ｄ），ｐ为素数．若ｐ３，并且

ｐ｜ｄ（Ｋ），则当 ｄ( )ｐ ＝１时，ｐＯＫ＝ｐ１ｐ２，ｐ１≠ｐ２，Ｎ（ｐ１）＝

Ｎ（ｐ２）＝ｐ，即 ｐ在 Ｋ中完全分裂；而当
ｄ( )ｐ ＝－１时，

ｐＯＫ＝ｐ，Ｎ（ｐ）＝ｐ
２，即 ｐ在 Ｋ中惯性，其中 ｄ( )ｐ 表示

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ符号．

推论１　 ＺＺ［σ，τ］
τＺＺ［σ，τ］

Ｆｐ２．

证明 　 由定理 ７，只需考虑 ＺＺ［σ］
ｐＺＺ［σ］

．令 Ｋ＝

Ｑ（ －槡 ３），则 域 Ｋ 的 代 数 整 数 环 为 ＯＫ ＝

ＺＺ １
２（１＋ －槡 ３[ ]） ＝ＺＺ［σ］，域 Ｋ的判别式 ｄ（Ｋ）＝－

３．由于ｐ≡２ｍｏｄ３，则ｐ｜ｄ（Ｋ）．下面说明 －３( )ｐ ＝－１．

由二次互反律［２０］，即
ｐ( )ｑ ｑ( )ｐ ＝ －( )１

ｐ－１
２·

ｑ－１
２，则

３( )ｐ ＝（－１）
ｐ－１
２ ｐ( )３ ．由二次剩余的定义知：由于 ｐ≡

２ｍｏｄ３，则 ｐ( )３ ＝ ２( )３ ＝－１．故

－３( )ｐ ＝ －１( )ｐ ３( )ｐ ＝（－１）
ｐ－１
２·（－１）

ｐ－１
２·（－１）＝－１．

则由定理８知：ｐ在ＺＺ［σ］中仍是素的，则〈ｐ〉为素
理想，ＺＺ［σ］／〈ｐ〉为特征为ｐ的有限域且 Ｎ（ｐ）＝ｐ２，故
ＺＺ［σ，τ］／〈ｐ〉Ｆｐ２．

当ｗ２时，商环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］没有很简单

的结构，例如ｗ＝２时，ＺＺ［σ，τ］
τ２ＺＺ［σ，τ］

＝ＺＺ［σ，τ］ｐＺＺ［σ，τ］
．然而由

第４节定理１１知，考虑在环ＺＺ［σ，τ］／τＺＺ［σ，τ］中选择
系数集合与在环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］中选择系数集合，
每个整数所得到的Ｓτａｄｉｃ展开是相同的，所以这里不
需要再研究ｗ２的情况．

４　ＺＺ［σ，τ］中元素的τａｄｉｃ表示
　　定义４（τａｄｉｃ表示）　 元素 η∈ＺＺ［σ，τ］的右 τ

ａｄｉｃ表示为η＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋτ

ｋ，其中 ｄｊ属于适当的系数集合

ＳＺＺ［σ，τ］．类似地，元素η∈ＺＺ［σ，τ］的左τａｄｉｃ表示

为η＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
τｋｄｋ，其中 ｄｋ属于适当的系数集合 ＳＺＺ

［σ，τ］．
由于左τａｄｉｃ表示与右τａｄｉｃ表示的相似性，下文

的证明中主要针对右τａｄｉｃ表示的情况进行说明．
定义５（ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示）　令ｗ∈ＮＮ，ｗ１，系数

４３１２
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集合为ＳＺＺ［σ，τ］．元素η∈ＺＺ［σ，τ］的右ｗＮＡＦτａｄ

ｉｃ表示为η＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋτ

ｋ，ｄｋ∈Ｓ，满足：对于任意ｗ个连续

数字中至多有一个非零．
下面给出了计算右ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示的算法．

算法１　计算η∈ＺＺ［σ，τ］的右ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示

输入：η∈ＺＺ［σ，τ］，系数集合Ｓ，基τ

输出：η＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋτｋ，ｄｋ∈Ｓ

１．　ｚ←η
２．　ｌ←０
３．　ｗｈｉｌｅｚ≠０ｄｏ
４．　　ｉｆｚ≡０ｍｏｄτｔｈｅｎ
５．　　　ｄｌ←０
６．　　ｅｌｓｅ
７．　　　选择ｄｌ∈Ｓ使得ｄｌ≡ｚｍｏｄτｗ

８．　　ｅｎｄｉｆ
９．　　设α满足ｚ－ｄｌ＝ατ
１０．　　ｚ←α
１１．　　ｌ←ｌ＋１
１２．ｅｎｄｗｈｉｌｅ
１３．ｒｅｔｕｒｎ（ｄ０，…，ｄｌ）

为了得到左 ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示，只需将算法 １中
ｓｔｅｐ９改为ｚ－ｄｌ＝τα．

令 ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ( )］为商环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ
［σ，τ］的单位群，通常利用 ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ( )］∪
｛０｝作为ｗＮＡＦτａｄｉｃ表示中系数集合Ｓ．在第３节中已
经对商环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］的结构进行了研究，为了
便于描述，下文中主要针对 ｗ＝１的情况进行说明．由

上面推论１知，Ｓ可选择为 ＺＺ［σ，τ］
τＺＺ［σ，τ］

，即

Ｓ＝ （ａ，ｂ）∈ＺＺ×ＺＺ｜０#ａ，ｂ＜{ }ｐ．
进一步，为了得到对称的系数集合，可以利用一个

更方便的表示方法

Ｓ＝Ｄ×Ｄ
其中Ｄ＝｛ａ∈ＺＺ｜－（ｐ－１）／２#ａ#（ｐ－１）／２｝．

通常并不能保证对于每个η∈ＺＺ［σ，τ］都有有限的
展开，与系数集合有很大的关系．定理１０给出了判断系
数集合Ｓ是否可以得到一个有限展开的条件．为了证明
定理１０，需要用到文献［１６］中的结论，即定理９．

定理９［１６］　设ＤｗＺＺ［τ］为ｗＮＡＦτａｄｉｃ展开的系
数集合，其中 ｗ１为整数．令 ｄｍａｘ＝ｍａｘ｛Ｎ（ｄ）｜ｄ∈
Ｄｗ｝，则ＺＺ［τ］中的每个元素都有有限的 Ｄｗτａｄｉｃ展开

当且仅当对于每个满足 Ｎ（ｚ）
#

ｄｍａｘ
（｜τｗ｜－１）２

的 ｚ∈ＺＺ［τ］

都有有限的Ｄｗτａｄｉｃ展开．

定理１０　利用 ＺＺ［σ，τ］
τＺＺ［σ，τ］

作为系数集合Ｓ，ＺＺ［σ，τ］

中的每个元素都有有限的右Ｓτａｄｉｃ展开．
证明　设 η＝Ａ＋σＢ∈ＺＺ［σ，τ］，其中 Ａ，Ｂ∈

ＺＺ［τ］，则η有有限的 Ｓτａｄｉｃ展开当且仅当 Ａ和 Ｂ在
ＺＺ［τ］中都有有限的Ｄτａｄｉｃ展开．

当ｗ＝１时，Ｄ１可以选作Ｄ＝｛ａ∈ＺＺ｜－（ｐ－１）／２#
ａ
#

（ｐ－１）／２｝．将定理９应用到Ｄ，则ｄｍａｘ＝（ｐ－１）
２／４．

ｄｍａｘ
（｜τ｜－１）２

＝ （ｐ－１）２

４· 槡ｐ－( )１２＝ 槡
ｐ＋( )１２

４

若ｐ５，则槡ｐ＜
ｐ
２，从而

（槡ｐ＋１）
２
＝ｐ＋２槡ｐ＋１＜２ｐ＋１

现在需要考察：若 ｚ＝ｚ０＋ｚ１τ∈ＺＺ［τ］满足 Ｎ（ｚ）＜
（２ｐ＋１）／４，是否ｚ具有有限的 Ｄτａｄｉｃ展开．若ｚ１≠０，
则Ｎ（ｚ）＝ｚ２０＋ｐｚ

２
１ｐ，又由于（２ｐ＋１）／４＜ｐ，则 Ｎ（ｚ）＞

（２ｐ＋１）／４，与ｚ满足 Ｎ（ｚ）＜（２ｐ＋１）／４矛盾．故可假
设ｚ＝ｚ０∈ＺＺ且ｚ

２
０＜（２ｐ＋１）／４．由于ｐ５，则４ｐ＜ｐ

２，进

一步有（２ｐ＋１）／４＜（ｐ－１）２／４＝ｄｍａｘ，从而有 ｚ
２
０＜ｄｍａｘ，

则ｚ０∈Ｄ，即ｚ０的Ｄτａｄｉｃ展开长度为１．所以对于每个
ｚ＝ｚ０＋ｚ１τ∈ＺＺ［τ］满足 Ｎ（ｚ）＜（２ｐ＋１）／４，ｚ都有有限
的Ｄτａｄｉｃ展开，利用定理９的结论可知ＺＺ［τ］中的每
个元素都有有限的Ｄτａｄｉｃ展开．故定理成立．

定理１１　利用 ＺＺ［σ，τ］
τＺＺ［σ，τ］

作为系数集合 Ｓ，对于每

个整数所得到的Ｓτａｄｉｃ展开为２ＮＡＦ表示．
证明　整数ｎ∈ＺＺ作为算法１的输入，按照算法１

的描述ｚ的初始值为整数 ｎ．假设在第 ｉ轮循环中首次
出现ｚ≠０ｍｏｄτ的情况，则选择 ｄｉ∈Ｓ使得 ｄｉ≡ｚｍｏｄ
τ．而此时必有ｚ∈ＺＺ［τ］且 ｄｉ∈ＺＺ［σ］，则必定有 ｚ，ｄｉ∈
ＺＺ且ｚ－ｄｉ≡０ｍｏｄｐ，即存在 ｍ∈ＺＺ使得 ｚ－ｄｉ＝ｍｐ＝
－ｍτ２．在算法１第ｉ＋１轮循环中得到的α满足ｚ－ｄｉ＝
ατ，则必定有τ｜α，故ｄｉ＋１必定为０．则在 ｉ＋１轮循环最
后得到的α′满足ｚ－ｄｉ＝α′τ

２，即 α′＝－ｍ仍然是一个
整数．则上述过程会依次进行下去，直到循环结束．

５　不变量 ｊ＝０超奇异椭圆曲线的标量乘
算法

　　一般地，对于任意 η∈ＺＺ［σ，τ］，假设 η存在右 τ
ａｄｉｃ展开

η＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
（ａｋ，ｂｋ）τ

ｋ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ａｋτ

ｋ＋∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｂｋστ

ｋ，

其中（ａｉ，ｂｉ）∈Ｓ，σ的具体计算形式在第 ３节已经给

出．令Ａ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ａｋτ

ｋ和Ｂ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｂｋτ

ｋ，则 η＝Ａ＋σＢ，其中

Ａ，Ｂ∈ＺＺ［τ］．

５３１２
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计算ηＰ

ηＰ＝ ∑
ｌ－１

ｋ＝０
ａｋτ( )ｋ Ｐ＋σ∑

ｌ－１

ｋ＝０
ｂｋτ( )ｋ Ｐ

若直接进行计算，需要运用两次 τａｎｄａｄｄ算法计

算 ∑
ｌ－１

ｋ＝０
ａｋτ( )ｋ Ｐ和 ∑

ｌ－１

ｋ＝０
ｂｋτ( )ｋ Ｐ，标量乘ηＰ总的计算开销

为：

（１）计算Ａ·Ｐ需要ＨＷτ（Ａ）－１个点加与 ｌ－１个
τ运算；

（２）计算Ｂ·Ｐ需要ＨＷτ（Ｂ）－１个点加与 ｌ－１个
τ运算；

（３）计算同态σ与一个点加运算．
自同态τ和σ都可以有效地计算：计算τ在正规基

表示下只需要两个循环移位，而计算 σ只需要一个域
乘．若忽略它们在标量乘计算法中的开销，标量乘总的
计算开销为ＨＷτ（Ａ）＋ＨＷτ（Ｂ）－１个点加运算．

此时还可以考虑预计算 Ｑ＝σ（Ｐ）和｛ａＰ＋ｂＱ｜０#
ａ，ｂ＜ｐ｝，然后利用同时多标量乘的技巧进行计算．进
一步地，利用椭圆曲线上点的加法与点的减法的相似

性和集合的对称性，可以减少预计算量，即预计算

｛ａＰ＋ｂＱ｜｜ａ｜
#

（ｐ－１）／２，０
#

ｂ
#

（ｐ－１）／２｝
５１　标量乘算法

通常在椭圆曲线密码算法中标量为整数．由定理
１１的证明可知：对于整数 ｎ，其 Ｓτａｄｉｃ展开表示的系
数全为整数．事实上，此时整数 ｎ的 Ｓτａｄｉｃ表示就是
ｐａｄｉｃ展开

ｎ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋｐ

ｋ

其中０
#

ｄｉ＜ｐ．此时算法１可以简化为算法２．

算法２　计算ｎ∈ＺＺ的右ＮＡＦτａｄｉｃ展开

输入：ｎ∈ＺＺ，系数集合Ｓ

输出：ｎ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋｐｋ，ｄｋ∈Ｓ

１．　ｚ←ｎ
２．　ｌ←０
３．　ｗｈｉｌｅｚ≠０ｄｏ
４．　　选择ｄｌ∈Ｓ使得ｄｌ≡ｚｍｏｄｐ
５．　　ｚ←ｚ－ｄｌ
６．　　ｚ←ｚ／ｐ，ｌ←ｌ＋１
７．　ｅｎｄｗｈｉｌｅ
８．　ｒｅｔｕｒｎ（ｄ０，…，ｄｌ）

另外由于τ２＝－ｐ，则点ｐＰ可以通过计算两次Ｆｒｏ
ｂｅｎｉｕｓ自同态τ得到．

计算标量乘ｎＰ

ｎＰ＝ ∑
ｌ－１

ｋ＝０
ｄｋ（－１）

ｋτ２( )ｋ Ｐ＝∑
ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋτ２ｋｄｋＰ

在预计算｛ｄＰ｜２
#

ｄ＜ｐ｝情况下，计算标量乘 ｎＰ只
需要ＨＷτ（ｎ）－１个点加运算和一些τ运算．
５２　效率比较

本节以定义在特征５有限域上超奇异椭圆曲线为
例，选取ＮＡＦ、４ＮＡＦ、｛２，３｝双基链和｛２，５｝双基链四种
椭圆曲线标量乘算法作为对比．利用 Ｍａｇｍａ软件［２１］实

现基于ＮＡＦ、４ＮＡＦ、｛２，３｝双基链、｛２，５｝双基链与 ｐ
ａｄｉｃ方法标量乘算法，并比较它们的效率．为了避免求
逆运算，实验选择使用Ｊａｃｏｂｉａｎ坐标．表２给出了在 Ｊａ
ｃｏｂｉａｎ坐标下椭圆曲线点运算的计算开销，其中包括二
倍点（ＤＢＬ）、点加（ＡＤＤ）、三倍点（ＴＰＬ）和五倍点
（ＱＰＬ），具体的计算公式可以参考文献［２２，２３］．Ｍ和Ｓ
分别表示域上乘法与平方，忽略域上的加法和减法计

算开销，通常假设１Ｓ＝０８Ｍ．
表２　Ｊａｃｏｂｉａｎ坐标下各种点运算的计算开销

点运算 域运算个数 计算开销 参考文献

ＤＢＬ １Ｍ＋８Ｓ ７４Ｍ 文献［２２］

ＡＤＤ １１Ｍ＋５Ｓ １５Ｍ 文献［２２］

ＴＰＬ ５Ｍ＋１０Ｓ １３Ｍ 文献［２２］

ＱＰＬ １５Ｍ＋１０Ｓ ２３Ｍ 文献［２３］

　　对于上述每个算法，分别随机生成１００００个１６０比
特和２５６比特的随机数．然后将每个随机数分别转化为
相应的表示形式，并计算每种表示方法下的平均非零

项数和计算开销．表３和表４分别针对１６０比特标量乘
和２５６比特标量乘给出了具体的实验结果，其中 ＮＡＦ、
｛２，３｝双基数链和｛２，５｝双基数链方法不需要预计算，
４ＮＡＦ和ｐａｄｉｃ方法需要３个预计算．另外，表３和表４
还针对两种双基数链方法给出了最优的参数选择，其

中Ｂ，Ｔ，Ｅ分别表示双基数链表示中首项中双基的次
数．实验结果表明：对于１６０比特标量乘，ｐａｄｉｃ方法的
效率比ＮＡＦ方法提高了１４０１％，比４ＮＡＦ方法提高了
１００８％，比｛２，３｝双基数链方法提高 １１１５％，比｛２，
５｝双基数链方法提高了 １３１５％；对于 １６０比特标量
乘，ｐａｄｉｃ方法的效率比其他方法分别提高了１３９９％、
１００８％、１１１８％和１３２２％．

表３　各标量乘算法下的计算开销（１６０ｂｉｔ）

算法 预计算 Ｂ Ｔ／Ｅ 项数 计算开销

ＮＡＦ［１］ ０ － － ５３８ １９８７３Ｍ

４ＮＡＦ［２］ ３ － － ３２４ １６６２０Ｍ

｛２，３｝双基数链［３］ ０ ８７ ４７ ３５６ １７５１１Ｍ

｛２，５｝双基数链［２３］ ０ １１１ ２２ ４２２ １９１６２Ｍ

ｐａｄｉｃ ３ － － ５５１ ８２７６Ｍ

６３１２
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表４　各标量乘算法下的计算开销（２５６ｂｉｔ）

算法 预计算 Ｂ Ｔ／Ｅ 项数 计算开销

ＮＡＦ［１］ ０ － － ８５７ ３１７７８Ｍ

４ＮＡＦ［２］ ３ － － ５１６ ２６６０５Ｍ

｛２，３｝双基数链［３］ ０ １４０ ７４ ５６３ ２８０６１Ｍ

｛２，５｝双基数链［２３］ ０ １７２ ３７ ６６４ ３０７５９Ｍ

ｐａｄｉｃ ３ － － ８８３ １３２４５Ｍ

６　结论
　　本文主要针对定义在有限域Ｆｐ上一类特殊的超奇

异椭圆曲线ＥＢ：ｙ
２＝ｘ３＋Ｂ（其中 ｐ≡２ｍｏｄ３）进行了研

究，其特殊性在于自同态环为非交换环．确定曲线所对
应的四元数代数，对商环ＺＺ［σ，τ］／τｗＺＺ［σ，τ］的结构进
行了分析，研究了此类曲线的 τａｄｉｃ表示性质．理论上
证明了整数ｎ的Ｓτａｄｉｃ表示本质上是 ｐａｄｉｃ表示，从
而利用Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ自同态可以提高曲线上标量乘的效
率．相比已有的方法，ｐａｄｉｃ表示方法提高标量乘效率
１００％以上．由于曲线ＥＡ：ｙ

２＝ｘ３＋Ａｘ（其中 ｐ≡３ｍｏｄ４）
与曲线ＥＢ的自同态环具有类似的性质，本文的结论可
以类似地推广到曲线ＥＡ．
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